Chapitrel : Rappels et Compléments de Mathématiques

| - Notion fondamental du calcul vectoriel

1. Modéliser Représenter

Pour décrire un phénomeéne ou un systéme physique, on doit :
e Déterminer les paramétres, les grandeurs, caractérisant au mieux I'état ou I'évolution du
systéme.
e Préciser la nature des grandeurs considérées. Il peut s'agir de :
- Grandeurs locales c'est-a-dire définies par leur valeur en chaque point.
- Grandeurs globales, caractérisant un domaine ou la totalité du systéeme (par exemple son
énergie).
Ces grandeurs peuvent étre :
- Des scalaires ou nombres (densité de masse ou de charge, température ...) qui sont
parfaitement définies par leur mesure avec une unité donnée.
- Des vecteurs (on pourra définir un champ de gravitation, un champ électrique, un
gradient de pression), qui nécessitent en plus de leur mesure la connaissance de leur
sens leur direction.

2. Vecteur :

Un vecteur AB est un segment de droite AB orienté défini par son origine : point
d’application A4, I'autre point B étant I'extrémité.

Le vecteur AB est définit par :

B A
Son point origine A, son extrémité B
- Sa direction : support portant le segment [AB]
- Son intensité (norme, module) : distance entre A et B AB

- Son sens de A vers B.
Deux vecteurs sont égaux s’ils possedent la méme direction, le méme sens, et le méme
module.

3. Base d’un espace vectoriel :

Soit B(T,j’, E) une famille de trois vecteurs libres non nuls, B est une base de |'espace
vectoriel si quel que soit le vecteur U on peut I'écrire sous la forme : 4 = at + bj + ck
a, b et ¢ sont les composantes de U sur la base B ; la base est orthonormé si 7, jet k sont
normés et deux a deux orthogonaux. La norme de 4 est : ||d|| = Va2 + b? + c2.



4. Repére orthonormé
L'ensemble formé par un point O et une base B(?,f,z) constitue un repere

noté R(O,?,f, E) Les demi-droites Ox, Oy, Oz, sont les axes du repére.

La distance entre 2 points A et B dans R est : a B
52=a1?+ a2j+ a3§ etO—B):bl?'{‘ sz"" b3E A/
. 3 . 3 , Ol Y
AB = Z(bl —q; )él = HABH = Z(bl - a|)
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5. Opérations sur les vecteurs

a - Addition, soustraction, multiplication
* La somme de deux vecteurs U et ¥ noté Ui + U est un vecteur W obtenu par ‘ la régle du
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Régle : on prend un vecteur équipollent a U (vecteur de support // a i, de méme module et

parallélogramme

de méme sens) qu’on rameéne a I'extrémité de U, U + v est le vecteur joignant 'origine de
>\ , .y 7 —
U a I'extrémité de u.

—

* La loi de soustraction est définit de la méme facon :w = (W) + v =0V — U
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* La multiplication par un scalaire est distributive : AU + ¥) = A + AV

* Produit externe
C'est la multiplication d'un vecteur par un scalaire réel, le résultat est un vecteur colinéaire
au vecteur initial.

U « e Si A est positif le sens du vecteur est
1> 1 inchange ; et il change s’il est négatif.
> e Si || est plus grand que 1, le module du
— 0 < 2_ < 1 A !
W —2—3 vecteur est augmenté (le vecteur s'allonge)
1<0 et inversement si |A| est plus petit que 1.

N



b- Produit scalaire :

1- Définition
Soit U, et U, deus vecteurs non nuls et a est I'angle entre eux, le produit scalaire de ces deux
vecteurs est défini par : i,
U,y = |l |||l cosa

Par définition, le produit scalaire est un nombre p :
p = @[l cosa
= ||171||PT0]'/171(172) = ”Tiznproj/ﬁ’2 (1iy)

v

||t ||cos a U,

La projection d’un vecteur ¥ sur un axe A de vecteur unitaire U est :
Proj,,(v) = v .4

A

v

e

) =

\J .
2- Propriétés :

- Commutativité Uv=7.U
- Distributivité/ addition U.(dy +Uy) = V.U + V.U,

- Associativité pour le produit externe A (1i;.u,) = (AU,). U,
-V, V,=0=V, =0 ou V,=0 ouV, perpendiclaireav,
-siVy =V, = V.Vp=[Vy|[V,[cos(0) = ||v1||
Donc on retrouve les résultats pour un repére orthonormé :
[T=17 k|-
i.j=]k=ki=0
3- Représentation analytique :
Dans le repere orthonormé ‘R(O,ﬂ i; IZ), on considére les vecteurs 7, et v, :
Vy = X0 +yqj+zK et Vy=X,i+Y,]|+2,k

Xi,Yj, Zk sont lescomposantes des vecteures vy etV, dans lerepére R.
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Le produit scalaire : V.V, =(Xq1 +Yq ] +21K).(X51 +Y5 ] +Z,K)
=X, X0 (1.1)+Y1.Y>(J.J)+21.25 (K.K)
Comme le repére est orthonorméona: V.V, =X; Xy +VY Yo +21Z5 ;

Lo - -2 2 2. _ | |2
en particuliersi VvV =V, V;.V;=X"1+y“1+2Z 1—|v1|

Le module du vecteur Vv : |\71|:\/X21+y21 +2%

c- Produit vectoriel :
1- Définition

Le produit vectoriel de deux vecteurs U et l7, est un vecteur IW noté U V caractérisé par:
* Direction: W est perpendiculaires au plan des deux vecteurs UetV , en particulier WLU
etWLlV

* Sens : esttel que (U, V , W) un triedre direct
* Norme : [|[W| = [T[[[V] [sin(T, V)]

2- Forme géométrique

—> —_—
||W|| est I'aire du parallélogramme construit sur OA et

0B représentants des vecteurs U et V. En
effet, partageons le parallélogramme construit sur les

vecteurs OA , OF en deux triangles semblables :

AH = 0Asin6 = ||U]||sin(T, V)| -

base X hauteur OB XAH 1
Aire OAB = > = > = EOA .OB sin@

avec donc l'aire du parallélogramme devient :
Aire OABC = 2 Aire 0AB = 0B .0A sin® = B x AH = ||U||||V|| |sin(V, V)|

3- Forme analytique
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Considérons dans la base orthonormée (l,] ,k) deux vecteurs U et v’ tels que : U = xT +

yj + zk et v' = x'T+ y'J + 2'k, le produit vectoriel de ces deux vecteurs est le vecteur défini
par la relation :

|t Tk
AV =[xy 2z
xl yl ZI

DAV = (yz' —zy )i — (xz' — zx")j + (xy' — yx’)E

N. B: Ne pas confondre produit vectoriel qui est un vecteur avec son module qui est un
scalaire.

4 : Propriétés :
* Anticommutativité : Vl A 172 = —172 A 171
* Distributivité : V; A (Vy + V3) =V, AV, + Vy A Vs
/1(171 /\I72) = (/1]7)1) /\I72 = l_/)l A (/1172)

Si I71 A I72 =0 avec I71 #0 et I72 #0 = l71 // I72 autrement dit 171 et 172 sont colinéaires
d- Produit mixte

1- Définition

On appelle produit mixte entre trois vecteurs U,VetW le scalaire M défini par:

— — = —>

M=(UV,W)=U.
2- Forme géométrique

Posons P = U AV, (ﬁ,V,W) =P.w=0D.0C

Si H désigne la projection orthogonale de C sur OD alors :
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(@7 )| = |05 .0¢] = [0B]|[0€]| cos (05 , 0C)

= ||oD||[|oH|
avec ||0_D)|| = ||I7AI7|| : aire du parallélogramme construit

sur (O—A),O—B)) et donc:|(ﬁ,I7,V7)| est le volume du
parallélépipede d'arétes OA4, OB et OC

3- Forme analytique
Dans la base orthonormée directe (T,j’, E), le produit mixte de trois vecteurs :
U=Ud+Uyj+Uk;V=VIi+Vj+VketW =Wi+W,j+Wk



Il est possible de retrouver ce résultat par le développement d'un déterminant d'ordre 3,
dont les colonnes contiennent respectivement les composantes des vecteurs UVetW.

4- Propriétés
- Non commutativité : (U,V,W) = —(W,V,U)

- Multi linéarité par rapport a chacun des vecteurs :
(171 + ﬁz,]_/),W) = (ﬁl,v,W) + (ﬁz,[_/),W)

- = —>

(aU,V,W) =a(U,V,W)

- Le produit mixte est invariant par permutation circulaire des trois vecteurs :
@7, W)= (7.W,0) = (W,i,7)

- Les vecteurs l7,l7 et W étant non nuls, le produit mixte (17,17,1/7) est nul, si et seulement

- — —
si, les vecteurs U,V et W sont coplanaires.

7- Dérivation
On considére un vecteur tel que; U = x(t)T + y(t)] + z(Ok les vecteurs de base sont
invariants avec le temps. On définit la dérivée du vecteur U par rapport au temps dans le

. d'lj dx > dy-» dz 3
repére R par;— =—1+—7+—k
P P "dtyg ot dt] dt

Notation différentielle (variation élémentaire) : du = dx7 + dyj + dzk

a- Dérivée du produit scalaire :

d(, .d,) du, _, _ di,
de | dt T Mg
b- Dérivée d’un vecteur unitaire
Si i un vecteur unitaire [l = Vi =1 uu=1
d@u.u) _du du_ __du
B A T T
— , du
= uJ_E

Généralement la dérivée d’un vecteur de module constant est L a ce vecteur.



c- Dérivée du produit vectoriel ;
R

d(ﬁl AN 1})2) dl_}l 5 n 5 dvz
= A% VIN——
dt dt =201

dt
d- Dérivée du produit mixte ;

dt dt

8- Moment d’un vecteur :

a- Moment par rapport a un point

Le Moment de vecteur AB par rapport au point O est le
vecteur:  7ig(AB) = 0A A AB

Le moment par rapport a O du vecteur AB est un vecteur | au plan (m, E) Il est donc

1 30AetAB.
Module : |7, (4B)| = |[04 » 4B = [|0A] ||B]| sin(04, 45)
Avec OH = ||ﬁ|| sin(ﬁ, ﬁ) ; 0 un point de la droite A du vecteur directeur U initaire

b- Moment par rapport a un axe
C’est la projection sur cet axe du moment par rapport a un point quelconque de cet axe :

m,s(AB) = Proj,, (i,o(AB)) = (0A A AB) . i = (0A, 4B, %) Produit mixte

Attention : Ne pas confondre moment par rapport a un point qui est un vecteur et
moment par rapport a un axe qui est un scalaire.



