Corrigé

Le point M est soumis a I’interaction gravitationnelle.
La seule force a laquelle M est soumise est une force centrale, alors son moment par

rapport a O est nul étant donné que OM est colinéaire a F. Le théoréme du moment
cinétique permet d’écrire :

d& — - —
d—tO(M/R) = My(F)=0
R

Comme le moment cinétique est constamment perpendiculaire a OM , cela implique
que le mouvement de M se déroule dans le plan perpendiculaire au moment cinétique.

Calculons la vitesse V(M /R), sachant que OM = pé,

g dOM . > . >
V(M/R) = 20| = Pé + ppe,
R

Ce qui donne pour I’énergie cinétique E, = %m(pz + p2®?). L’énergie potentielle

associée a I’interaction gravitationnelle est :

. 5> GMgm | R . GM;m
dE, = —F .dl = Tep .(dpep + pd(peq,) = p—zdp
GMsm
= E,=-— + Cte

et en prenant 1’énergie potentielle de référence a I’infini nulle cela implique que la
constante est nulle. Aussi, I’énergie m 'mécanique est égale :

1 . . GMym
Ep =om(p? +p?¢?) — Ts
Comme |Gy (M/R)| = [OM A mV (M/R)| = mp?¢], cela donne :
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avec C = p?¢petK = —GMym
Onposep = % , e qui implique :
dp dp du do
dt  du de dt
dp 1 du . , ., du du
a0 a T
ce qui donne pour I’énergie mécanique :
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4. Comme I’énergie mécanique ne dépend pas explicitement du temps, elle est
conservée. Alors :
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qui est une équation différentielle de second ordre a coefficients constants avec second
membre. La solution générale u(¢) et la somme de la solution sans second membre,
Ugssm» €t d’une solution particulicre wu,,.

5. Calculons la solution sans second membre :
d2
—4u=0
d?
dont I’équation caractéristique est 72 + 1 = 0 = 7, = +i et donc la solution est :
Upssy = A1 + Aze™ = Acos(¢ — @o)

- . GM,
On vérifie bien que u, = +-—°

> est une solution particuliere. Ainsi la solution

génerale est :

GM,

u(Q) = ugssy + up = Acos(p — @g) + 2
ou A est ¢, sont définis a partir des conditions initiales. Comme p =%, nous
obtenons :
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)= GM, B P
- AC? "~ 1+4e cos(p —
1+ G, cos(¢ — ¢,) (@ = o)
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ce qui donne P = GCM et e = ;f,, . La trajectoire est une conique de parametre P et

S S
d’excentricité e.

__esin(@—¢o)
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6. L’expression de 1’énergie mécanique devient en utilisant : ﬁ = s

1 e*sin®(p—¢@,) mC*(1+e cos(p — ¢g))°

Em =5 me p2 2 p2
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E, = P2 e“sin“(¢p — @y) + 1+ e cos(p — @)

1+ e cos(p — @g)
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GM;m

E, = T(e2 + 1+ 2e cos(p — @) — 2 — 2e cos(p — ¢y))
GM;m
Ep = 2 —
m=—p(e"—1)

7. Nous avons vu que la nature de la trajectoire est une conique dont I’excentricité est e :

% Sie=0 = uncercleet E, < 0,un étatlié, p est constante.

% Si0<e< 0, = uneellipse E,;, < 0, unétatlié, p € [pmin: Pmax]
% Sie=1 = uneparaboleet E,, = 0, un état libre p € [pnin, +°|
% Sie>1 = unehyperbole et E,, > 0,, unétatlibre p € [pyin, +°[



